LES /-TYPES DU SYSTEME T 
/-TYPES OF SYSTEM T 

Karim NOUR^ 

Resume. - Nous demontrons dans ce papier que les types du systeme T habites 
uniquement par des Xl-termes (les I -types) sont a quantificateur positif. Nous 
presentons ensuite des consequences de ce resultat et quelques exemples. 

Abstract. - We prove in this paper that the types of system J- inhabited uniquely 
by \I -terms (the I -types) have a positive quantifier. We give also consequences 
of this result and some examples. 
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1 Introduction 

Le A/-calcul est une restriction du A-calcul oh on ne peut abstraire sur une vari- 
able que si elle est libre dans le terme. Dans ce calcul, on a I'equivalence entre 
"la normalisation faible" et "la normalisation forte" . H. Barendregt a demontre 
dans [1] que le A/- calcul est sufBsant pour representer les types de donnees 
courants et programmer toutes les fonctions calculables. 

J.-Y. Girard a demontre dans [3] que Ton peut aussi representer les types 
de donnees courants dans le systeme de typage J^. Cependant les fonctions 
representables sur ces types sont celles dont les preuves de terminaison se font 
dans I'arithmetique de Peano du second ordre. 

Les types du systeme J- qui representent les types de donnees courants sont 
tons habites par au moins un A-terme qui n'est pas un A/-terme. Une question 
alors se pose : peut-on representer les types de donnees courants par des types 
du systeme !F habites uniquement par des A/-termes (ces types sont appeles des 
I-types)! 

Le but de cet article est d'etudier les /-types du systeme J- . On demontre que 
tout quantificateur du second ordre d'un /-type est positif. On donne ensuite 
une application de ce resultat sur les types entrees et les types sorties definis 
dans [2]. On montre aussi que pour verifier si un type est un /-type, on peut 
se liminter aux types simples (types sans quantificateurs) . On presente enfin 
quelques exemples de /-types. 
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2 Notations et definitions 



2.1 Quelques definitions du A-calcul 

Etant donnes des A-termes t, u, ui, u„, I'application de t ku sera notee {t)u, 
et {...{{t)ui)...)un sera note {t)ui...Un- 

Si t est un A-terme, on designe par Fv{t) I'ensemble de ses variables libres. 

Si u et V sont des A-termes, alors on note {u,v) le A-terme Xx{x)uv oii x ne 
figure pas dans u et v. 

On note id = Xxx, = XxXyy et 1 = XxXyx. L'entier de Church n est le 
A-terme XxXf{f)...{f)x ((/) repete n fois). 

On note (resp. ^/3,j) la /3-reduction (resp. la /Jry-reduction) . 

Un A-tcrmc est dit ^-normal (resp. l3r]-normal) s'il ne contient pas de /3-redex 
(ni de /3-redex ni de jy-redex). 

Un A-terme est dit resoluble si sa reduction de tete termine. 

2.2 Le A/-calcul 

Definitions 1) L'ensemble des Xl-termes (note A/) est definie par induction : 

- Si a; est une variable, alors x G A/. 

- Si u, V G A/, alors {u)v G A/. 

- Si u G A/ et X est libre dans w, alors Xxu G A/. 

2) Un XK-terme est un A-terme qui n'est pas un A/-terme. 

Lc A/-calcul posscdc Ics propriotos suivantcs (voir [1]). 

Tlieoreme 2.1 1) SitG AI, et t t', alors t' G A/ et Fv{t) = Fv{t'). 
2) Un Xl-terme est fortement normalisahle ssi il est faiblement normalisable. 

Notation On note = Aa;A/(((a;)id)id)/ et, pour tout n G IN, n -|- 1 = n+ 1 . 

Le theorcmc suivant montre qu'en A7-calcul on peut representer toutes les fonc- 
tions particUcs rccursivcs (voir [1]). 

Theoreme 2.2 Pour toute fonction partielle recursive / : IN'' — » IN, existe 
un Xl-terme f tel que : 

- (/)nr...n^ /(m, ...,nfc) si /(ni,...,nfe) est definie. 

- {f)nl...nk est non resoluble sinon. 
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2.3 Le systeme T 



Definitions 1) Les types du systcmc T sont construits a partir des variables de 
type X, y, ... en utilisant les operations suivantes : 

- Si et F sont des types, alors — > F est un type. 

- Si -E est un type, ct X est unc variable dc type, alors 'iXE est un type. 
On definit d'une maniere usuelle les variables Uhres et Uees d'un type. 

2) Soient F deux types et X une variable. Le type A[F/X] est obtenu en 
remplacant dans A toutc occurrence dc la variable X par le type F. 

3) Les regies de typage du systeme T sont les suivantes : 

{ax) xi : Ai, ...,a:„ : A^ hj^ Xt : Ai {1 < i < n) 

T, .)■ : A hjr I: B T w : _1 ^ B T c : A 

rhj.Xxt:A^B ^^'^'^ r hjp {u)v : B 

T 1 : A X non libre dans T T I-jf i : "iXA G est un type 

^ r hjf i : yXA ^ '''' r i : A[G/X] 

On ecrit T t : A sit est typable de type A dans le contexte V. 

Le systeme J- posscdc les proprietes suivantes (voir [3] ct [4]). 

Theoreme 2.3 1) Un type est preserve durant une /3 -reduction. 
2) Un X-terme typable est fortement normalisable. 

Definition Un type D du systeme est dit propre ssi si VXE est un sous-type 
de D alors X est libre dans E. 



Dans la suite on restreint le systeme aux types propores. Pour cela on modifie 
legerement la regie (Ve) en demandant a X d'etre libre dans A. 

Les lemmes suivants seront utilises dans la suite (voir [3] et [4]). 

Definition Soient Id = yX{X X}, Bool = yX{X ^ {X ^ X)} et Ent = 

yx{x-^ [{X ^ X) ^ X]}. 

Lemme 2.1 Soit t un X-terme (3-normal. 

1) t : Id ssi t = id. 

2) \-j^t: Bool ssit = out=l. 

3) t : Ent ssi il existe n S IN tel que t = n (n>0). 

Definition Si A et B sont deux types alors on note ^ A B le type VX{(A — > 
{B — » X)) — » X} oil X est une variable qui ne figure pas dans A et B. 

Lemme 2.2 1) SiT 'rjr u : A etT v: B, alors T I-jf {u,v) : AaB. 
2) SiThj^t: AAB, alors T {t)l : A etThj. {t)0 : B. 
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Definition Un contexte C{ ) est un tcrmc du A-calcul avcc un trou (une seule 
occurrence d'une constante speciale du A-calcul). On note C{u) le resultat de 
la substitution du trou de C( ) par u et ceci sans renommage des variables liees 
de C{ ). 

Lemme 2.3 Si dans le typage T I-^f C{u) : A on aV u : B, alors pour tout 
X-terme v tel que F' v : B on a T C (v) : A 

Preuve II sufRt do rcmplaccr dans le typage T C{u) : A I'arbre de typage 
de r' hjp u : B par celui de r'\-y.v:B. 4 

Notations Pour simplifier on note la formule VXi...VX„F par VXF et la for- 
mule Ai -> {A2 ...{An A)...) par ^1,^2,.. ^ A. 

3 Les /-types du systeme 

Definition Un type clos D du systeme est dit I-type ssi si t est un A-terme 
clos /3-nornial tel que hjr t : D, alors t est un A7-terme. 

Nous allons demontrer qu'un /-type du systeme (habite par au moins un 
A-terme) est un type a quatificateur positif. Nous presentons tout d'abord, sur 
des exemples, la methode adoptee. 

Exemples Solent E = VX{Vr(/d ^ Y) ^ Id} et F = VX{VF(F ^ Id) 
Id}. Ces types no sont pas a quantificateur positif car le quantificateur VF 
occure negativement dans E ct F. Nous allons montrer comment fabriquer a 
partir d'un A/-terme de type E (resp. de type F) un XK-teime de meme type. 
Considerons les deux typages suivants : 

X : yY{Id -> r) h X : Vr(/d ^ Y) 

X :yY{Id^Y)h X : Id^ Id id : /d 

X : Wjld ^ y) h (a;)id : Id 

h Aa;(a;)id : VYjld -^Y)^Id 

I- Aa;(a;)id : E 

X : VY{Y ^Id)\-x: VY{Y Id) 

X : Vy(y ^ Id)h X : Id^ Id hjr id : Id 

X : \/Y{Y Id) h (x)id : Id 

h Aa;(x)id : yY{Y Id) Id 

h Aa;(a;)id : F 

Les deux typages suivants donnent des Aii'-termes de type E et F : 
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X : vr(/rf ^ y) h X : vy(M ^ r) 




a; : VF(/d ->Y)h x:Id-> {Bool Id) h id : /d 




X : VF(7d ^ y) h (a;)id : Bool Id 


h : Bool 


X : \/Y{Id -^Y)V- (x)id : Id 


\- \x{x)id : Vy(/d y) ^ Id 


h Aa;(a;)id : E 




X : Vy(y ^ /d) h X : Vy(y ^ id) ^ o : Bool 


hid: Id 


X : Vy(y ^ Id) h X : {Bool A Id) ^ Id (0, id) : 


: Sool A Id 


X : Vy(y ^ 7d) h (x)(0, id) : Id 


h Ax(x)(0, id) : Vy(y ^ Id) Id 



I- Ax(x)(0,id) : F 



Rcmarquons que dans Ic premier typage on a remplacc la variable Y (qui est 
en position negative dans E) par Bool Id et dans le deuxieme typage on 
a remplace Y (qui est en position positive dans F) par Bool A Id. On peut 
verifier facilcm(^nt qu'en remplacant Y par Bool (Bool A Id) on trouvc aussi 
des A-fC-termes de type E et F. Signalons enfin qu'il sufSt de remplacer le 
type Bool par un type quelconque habite par un Aii'-terme ou par une nouvelle 
variable dc type. Nous allons montrer qu'on peut gcncraliscr cettc mctliodc 
pour un type quelconque. Ceci necessite I'introduction de plusieurs notions et 
la demonstartion de plusieurs resultats. 

Definition Pour tout type A et pour toute variable X, on definit deux con- 
stantes du A-calcul Ua,x et Va,x- Le Xuv-co-lcul est obtenu en considerant les 
regies de reduction suivantes : 

{Xxu)v u[v/x] 
{UY,x)t ^utsiY^X iVY,x)t ^vtsiY y^X 

{UB^c,x)t \y{Uc,x){t){VB,x)y {VB^c,x)t \y{Vc,x){t){UB,x)y 

{U\fYB,x)t {UB,x)t {V\/YB,x)t '-^v (Vs,x)i 

On ecrit t ^ t' si t' est obtenu a partir de t en appliquant un nombre fini de 
fois les regies precedentes. 

Lemme 3.1 La cloture reflexive et transitive de la reduction (resp. de 

'^v) est fortement normalisable. 

Preuve On definit, par induction sur les A^^y-tcrmes, une notion dc longueur : 
N{x) = 0, N{{u)v) = N{v) + N{v), N{\xu) = N(u) ct N{Ua,x) = N{Va,x) = 
L{A) ou L{A) est Ic nombre dcs conncctcurs logiques de A. II est clair que si 
t t' ou t t', alors N{t) > N{t'). D'ou le resultat. 4 

Definitions Soit t un Ai^v-tcrmc ct E un ensemble de variables. 

1) Une occurrence d'une variable x dans t est elite E-inactive ssi ou bicn x E E on 

bien il existe un sous-terme u de t tel que x G Fv{u) et il existe une occurrence 



5 



d'unc variable i?-inactive y telle que {{...{y)ui...Ui)Xyi...Xym^xu)ui+i...Un est 
un sous-terme de t. 

2) Un sous-terme w de t est dit E -inactif ssi u = (a;)wi...w„ et x est iJ-inactive 

dans t. 

3) Un sous-terme w de ^ est dit E-passif ssi il existe un Az^y-terme i^-inactif 
{x)ui...Un de t tel que Ui = \y\...\ymU- 

Lemme 3.2 Soient u, v des Xuv-termes, E un ensemble de variables et x ^ E. 
Les occurrences des variables E-inactives (resp. les termes E -inactif s, les termes 
E-passif s) de u et V sont des occurrences des variables E-inactives (resp. des 
termes E-inactifs, des termes E-passifs) de u[v/x\. 

Preuve Facile. <|k 



Definition Soit E un ensemble de variables. Un Ajyy-terme t est dit E-bon ssi 
chaque occurrence deUB,x dans t est appliquee a un seul argument w et{UB,x)w 
est iJ-passif et chaque occurrence de Vb,x dans t est appliquee a un Ai^y-terme 
£^-inactive. 



II est clair qu'un Xuv-tevme E-hon a I'une des formes suivantes : Xxu, {x)ui...Un, 
{Xxu)vvi...Vn ou {yB,x){x)ui...Un- Le lemme suivant caracterise les A^^y-termes 

E-hons. 

Lemme 3.3 1) Xxu est E-bon ssi u est E — {x}-6on. 

2) (x)ui...Un est E-bon ssi pour tout (1 < i < n), Ui est E-bon ou (si x G E) 
Ui = Xyi...Xym{KB,x)w et w est E - {yi, ...,ym}-bon. 

3) {Xxu)vvi...Vn est E-bon ssi v est E-bon, pour tout {1 < i < n), Vi est E-bon 
et u est E — {x}-bon. 

4) {VB,x){x)ui...Un est E-bon ssi x G E et {x)ui...Un est E-bon. 

Preuve Facile. 4^ 



Lemme 3.4 Soient u,v des Xuv-tefmes et E un ensemble de variables. Si u,v 
sont E-bons, alors {u)v est E-bon. 

Preuve Facile. <|b 

Lemme 3.5 Soient u,v des Xuv-tefmes, E un ensemble de variables etx^E. 
Si u,v sont E-bons, alors u[v/x] est E-bon. 

Preuve On utilise le lemme 3.2. <|k 

Theoreme 3.1 Si t est un X^y-terme E-bon et t ^ t' , alors t' est E-bon. 

Preuve II sufSt de faire la preuve pour un seul pas de reduction. On procede 
par induction sur t et on utilise les lemmes 3.3, 3.4 et 3.5. 
- Si t = Xxu, alors il suffit d'appliquer I'hypothese d'induction et utiliser le 
lemme 3.5. 
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- Si t = {x)ui...Un, alors on a deux cas a voir. Si Ui est £'-bon et se rcduit a 
u^, alors il sufSt d'appliquer I'hypothese d'induction et utiliser le lemma 3.3. Si 
X G E, Ui = Xyi...Xym{UB,x)w et w est E — {yi, ...,ym}-bon, alors le resultat 
est evident si on fait la reduction dans w. Si on reduit le Z^-redex, alors ceci 
depend de B. 

- Si B = Y ^ X, alors Wj se reduit a Xyi...XymW. Or comme w est E — 
{yi, 2/m}-bon, alors, en utilisant le lemme 3.3, Xyi...XymW est E-hon et done 
t' aussi. 

- Si B = C ^ D, alors Ui se reduit a Xyi...XymXy{UD,x){w){Vc,x)y- Or comme 
w est E — {r/i, i/„i}-bon, alors (par definition) t' est E-hon. 

- Si i? = VFC, alors le resultat est evident. 

- Si t = {Xxu)vvi...Vn, alors le resultat est evident si on fait la reduction dans 
les termes u,v,vi, ...,Vn- Si t' = {u[v/x])vi...Vn, alors le resultat provient des 
lemmes 3.4 et 3.5. 

- Si t = {VB,x){x)u-i...Un, alors le resultat est evident si on fait la reduction 

dans Ics termes mi, u„. Si on reduit Ic V-redex, alors ceci depend de B. 

- Si B = Y ^ X, alors t' = {x)u\...Un qui est E-hon. 

- Si B = C ^ D, alors t se reduit a Xy{VD,x){x)ui...Un{U)y. Done (par 

definition) t' est E-hon. 

- Si B = VFC, alors le resultat est evident. 4 
Definition Un Ai^y-terme t est dit bon ssi il est Fv{t)-hon. 

Corollaire 3.1 Si t est un Xuv-t^rme bon ett ^ t' , alors t' est bon. 
Preuve D'apres le theoreme 3.1. <|b 

Definition Soit U etV deux constantes fixees du A-calcul. Pour tout type A 
et pour toute variable X, on definit par induction deux A-termes ^ et JT^ x 
de la maniere suivante : 

I^x = id si y ^ X J{rx = id si Y ^X 

'^'x,x = ^ ■^'x,x = ^ 

^'b^c,x = >^xXy{Tc^x)i^){Jkx)y ^b-,c,x = ^xXy{Jl.x){x){T'B,x)y 

'^YB,X — ^^{^B,x)^ '^VYB,X — ^^{'^B,x)^ 

Lemme 3.6 Pour tout type A et pour toute variable X, les X-termes ^ 
^'a X Xl-termes. 

Preuve Par induction sur A. <|b 

Definition On associe a chaque Ai/y-terme t un A-terme note t de la maniere 
suivante : x = x, Xxu = Xxu, {u)v = {u)v, Ua,x =1'ax ^a,x = J'ax- 

Lemme 3.7 Si u,v sont des Xuy-termes, alors u[v/x] = u[v/x]. 

Preuve Par induction sur u. A 
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Lemme 3.8 Soient u, v des Xuv-termes. Siu ^ v, alors u —>-0 v. 

Preuve Par induction sur u et on utilise le lemme 3.7. 4k 

Lemme 3.9 Si t est un Xuv-terme tel que t est fortement normalisable, alors 
t est fortement normalisable. 

Preuve Sinon, alors il existe une suite {ti)i telle que t = to et {ti ti+i ou 
ti U+i ou ti ij+i). D'aprcs Ics Icmmes 3.1 et 3.9, il cxistc unc suite 
croissante d'entiers {ni)i telle que no = et t^ ^/j tni+i- Ce qui contredit le 
fait que t est fortement normalisable. 4k 

Avec les hypotheses du lemme precedent (et en utilisant le lemme 3.8) on a 
unicite de la forme normale de t. 

Done la suite on fixe une constante du A-calcul a et une constante de type O. 

Definitions 1) Solent U = XxXd{x,a) et V = Xx{x)al. Pour tout type 
A et pour toute variable X, on note Ia x = j^[C//t/, y/V] et Ja x = 
J'a,x[U/U,V/V]. 

2) Pour tout type G du systeme J^, on note G° = O ^ {G AO). 

Lemme 3.10 Pour tout type A et pour toute variable X, on a : 

1) a:0^r Ia.x ■ Vr{A[r/X] ^ A^° jX]}. 

2) a:OVr Ja,x ■ yY{A[Y°/X] ^ A[Y/X]}. 

Preuve Par induction sur A. 

- Si ^ = r 7^ X, alors A[Y/X] = A[Y° / X] = F, Ia,x = Ja,x = id et on a 
a : O id : \IY{Y -^Y}. 

-SiA = X, alors A[Y/X] = Y, A[Y° / X] = Y°, Ia,x =U et Ja,x = V. On a 
les deux typages suivants : 

a:0,x: Y,d: Y hjp {x,a) -.Y AO 

a:0\-yrU: VY{Y Y°} 

a:0,x: Y°,\~jr {x)al : Y 

a-.OhjrV: VY{Y° Y} 

^ Si A = B ^ C, alors A[Y/X] = B[Y/X] C[Y/X], ct A[YyX] = 
B[YyX] C[Y°/X]. Par hypothese d'induction on a a : O Ic,x : 
\fY{C[Y/X] ^ C[Y°/X]} et a : O Jb,x : VY{B[Y°/X] ^ B[Y/X]}. 
Done 

a:0,x: B[Y/X] ^ C[Y/X],y: B[Y°/X] {JB,x)y : B[Y/X] 
a : 0.x : B[Y/X] ^ C[Y/X].y : B[Y°/X] {■r){JB.x)y ■ C[Y/X] 
a : 0.x : B[Y/X] ^ CX/X],y: B[Y"/X] (Jc,x){JB,x}y : C[Y/X] 
a : O, Ia,x : yY{A[Y/X] ^ A[Y°/X]} 
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De meme on dcmontrc que Ja,x ■ 'iY{A[Y°/X] A[Y/X]}. 

-Si A = VZB, alors A[Y/X] = \/ZB[Y/X], et A[Y°/X] = \/ZB[Y°/X]. Par 

hypothese d'induction on a a : O hjr Tb,x : yY{B[Y/X] C[B°/X]}. Done 

a:0,x: \fZB[Y/X] {Xb,x)x : B[YyX] 
a:0,x: yZB[Y/X] hy. (1b,x)x : 'iZB[Y°/X] 
Ia,x : Vy{A[y/X] A[Y°/X]} 

De meme on demontre que hjr Ja,x ■ W{A\Y°/X] A\Y/X]}. 4 

Definitions 1) Soit t un terme /3-normal ; t s'ecrit Xx\...\Xn{x)ti...tm- Les 

sous-tcrmcs essentiels de t sont, par definition, {x)ti...tm et les sous-termes 
essentiels des U {1 < i <m). 

2) Soient T un contexte, A un type, et t un A-terme /3-normal. On dit que t est 

un A-terme rj-long de type A dans le contexte F ssi F hjr t : A et dans ce typage 
tous les sous tcrmes essentiels de t sont types par des variables de type. 

Lemme 3.11 Si t un X-terme (3-normal tel que F hjp- t : A, alors il existe un 
X-terme rj-long t' de type A dans le contexte F tel que t' t. 

Preuve II suffit de remplacer chaque sous-terme essentiel w de f de type B = 
VXo(-Bi — *■ ...yXn-i{Bn — > yXnX)...) par le A-terme Xxi...Xxn{u)xn---Xi_. ^ 

Definitions 1) Un sous-terme u det est dit en position d'application ssi il existe 
un terme v tel que {u)v est un sous-terme de t. 

2) Un sous-terme u de t est dit en position d'argument s'il n'est pas en position 
d'application. 

Lemme 3.12 Soient t un X-terme P-normal contenant a. Si a : 0,T \~yr t : A, 
alors a est en position d'argument dans t et done, pour tout X-terme (5-normal 
u, t[u/a\ est (3-normal. 

Preuve Facile. 4 

Definition Un A-terme t est dit hon ssi le Ai^v-terme t^x,x/U-,Vx,x/V] est 
bon. 

Lemme 3.13 Si t est un X-terme hon j3-normal contenant I'une des constantes 
U ou V, alors t[U/U, V/V] est normalisable et sa forme normale contient a. 

Preuve Si t contient U, alors U est applique a un seul terme a, et done dans 
t\U/U, V/V] le sous-terme {XxXd{x, a))a se reduit a Xd{a, a) sans creer des nou- 
veaux redex. Si t contient V, alors V est applique a un terme de la forme 
(x)ai...a„, et done dans t[U /U, V/V] le sous-terme {Xx(x)al){x)ai...an se reduit 
a {x)ai...anal sans creer des nouveaux redex. Dans les deux cas la forme nor- 
male de t[U /U, V/V] contient a. 4^ 
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Lemme 3.14 Soient ui, u„, wi, des Xl-termes, A un type contenant 
X comme variable libre. Si T = {{J'A,x)ix)ui...Un)vi...Vm est typable, alors la 
forme normale de T contient a. 

Preuve Considerons le A-terme T' = {{J^ ^){x)ui...Un)vi...Vm- D'apres le 
lemme 3.6, T' est un A/-tcrmc. Comme T' est fortement normalisablc (sinon 
T ne le sera pas) et A contient X, alors, d'apres le lemme 3.6 et le theoreme 
2.1, la forme normale contient U ou V. Soit T" = {{VA,x){x)u-i...Un)v-i...Vm- 
D'apres le lemme 3.9, T" est fortement normalisable, et si on note T{' sa forme 
normale, alors T{ = T". T" est un Xu^-terme bon, alors, d'apres le coroUaire 
3.1, T" est bon ne contenant que des Ux,x et des Vx,x , done T{ est bon. Done, 
d'apres le lemme 3.13, Ti[U/U, V/V] contient a. Or comme T = T'[U/U, V/V], 
alors la forme normale de T contient aussi a. 4 

Definition On distingue trois regies d'elimination du quantifiacteur V : 

r Xxt : yxA 



(Ve) 

(Ve)2 
(Ve)3 



r Xxt : A[G/X] 

rh^ {x)ti...tn:VXA 
rh^ {x)ti...tn:A[G/X] 

r {Xxu)vti...tn : yxA 



ri-jp {Xxu)vti...tn:A[G/X] 

Lemme 3.15 Soit t un Xl-terme (3-normal. Si dans un typage T hjr t : C 
on utilise la regie (Ve)2) alors il existe un X-terme (3-normal t' contenant a et 
T,a:0\-j^t' -.C. 

Preuve Dans le typage de t on a done 

A hjr {x)ui...Un ■■ VXA 



Ah^ {x)ui...Un:A[G/X] 



A' hjr {x)ui...UnVi...Vm ■ B 

et dans t, {x)ui...UnVi...Vm n'est pas applique a un autre A-terme. 

Considerons le typage suivant 
A\-jr {x)ui...Un ■■ yXA 



A h {x)ui...un : A[G°/X] a:OVj: Ja,x ■ A[G° / X] -> A[G/X] 
A,a : O h {JA,x){x)ur...Un : A[G/X] 



A',a:0\- {{jA,x){x)ui...Un)vi...Vm ■■ B 
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Si u est la forme normalc dc {{J'A.x)(x)ui...Un)vi...Vm, alors A', a : O hjr u : B 
et, d'apres le lemme 3.14, u contient a. Sit = C{{x)ui...UnVi...Vm), alors posons 
t' = C{u). On a t' est un A-terme /3-nornial contenant a et, d'apres le lemme 
2.3, r,a:Ohjf t':C. 4 

Lemme 3.16 Soient D un I -type et t un Xl-terme (3-normal. Si t : D, 
alors la regie (Ve)2 ne pent pas etre utilisee. 

Preuve Sinon, d'apres le lemme 3.15, il existe un A/-terme /?- normal t/ con- 
tenant a tel que a : O hjr t' : D. D'apres le lemme 3.12, a est en position 
d'agument dans le A-terme t', et done t" = t'[l/a] est un AK-terme normal 
tel que t" : D. Contradiction. 4 

Definition On definit deux ensembles de type du systeme : V"*" (ensemble de 
types ^-positifs) , et V~ (ensemble de types M-negatifs) de la maniere suivante : 

- Si ^ = X, alors ^ G V+, et A e V" ;' 

- Si T G V+, et T' G V-, alors, T' ^ T G V+, et T ^ T' G V" ; 

- Si T e V+, et X est libre dans T, alors VXT e V+. 

Done, T est un type V"*" (resp. V~) ssi le quantificateur du second ordre est 
positif (resp. negatif) dans T. 

Lemme 3.17 Soit t un Xl-terme j3-normal tel que Fv{t) = {xi, ...,Xn}- Si t 
est terme r}-long de type A dans le constext T utiliser 
la regie (Ve)2, alors Zes G V~ (1 < i < n) et A Gy+ . 

Preuve Par induction sur t. 

- Si t est une variable, alors n = 1, A = X et xi : Ai xi : X . Done Ai = X 
et par consequent A est V"*" et Ai est V~. 

- Si t = {xi)ti...tm {m > 1), alors A = X, Ai = Bi, B,n X, et 
r tj : Bj. Comme t est un A7-terme alors, en appliquant I'hypotliese 
d'induction sur les tj, on pent deduire que les Ak {k ^ i) sont V~ et les Bj sont 
V+ . Done Ai est aussi V~ . 

- Si t = Xxu, alors A = VX{B C) et r,x : B u : C. Par hypothese 
d'induction, on deduit que les Ai et B sont V~ et C est V+. Done A est V+. ^ 

Definitions 1) Si D est un type du systeme alors on note A{D) = {t (3r]- 
normal clos / t : D}. 

2) Un type D du systeme T est dit demontrable ssi card{A{D)) > 1. 

Theoreme 3.2 Si D est un I -type demontrable du systeme T , alors G V+. 

Preuve Soit t un A/-terme 77-longue de type D. D'apres le lemme 3.16, dans 
le typage de t, on n'a pas utilise la regie (Ve)2- Done, d'apres le lemme 3.17, 
£> G V+. 4> 
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4 Resultats supplementaires 



4.1 Les types entrees et les types sorties 

Commencant tout d'abord par definir les systemes de typage et T\. 

Definitions 1) Le systeme de typage J^o est obtenue en eliminant la regie de 
typage (Ve) du systeme T. 

2) Lc systeme de typage est obtenue en remplacant la regie de typage (Ve) 
du systeme par 

^ r hjF^ t : WXA Y est unc variable 
^ Th^.t: A[Y/X] 

Les auteurs ont donne des definitions (par typage) des types entrees et des types 
sorties du systeme (voir [2]). 

Definitions 1) Un type clos E du systeme f est dit type entree ssi si t : E 
alors hjTp t : E. Intuitivement un typo entree est un type dont toutes les 
demonstrations se font dans le systeme Tq, et done le probleme de typage pour 
ce type est decidable. 

2) Un type clos 5* du systeme J- (ne contenant pas unc constante de type fixes 
O) cat dit type sortie ssi si t est un A-terme /3-normal tel que a : 0\-j^ t : S alors 
a ^ Fv{t). Intuitivement cela veut dire que les fonctions a valeurs dans un type 
sortie independamment du type de leurs arguments sont les fonctions constantes. 

On a les resultats suivants (voir [2] et [5]) : 

Theoreme 4.1 1) Un type clos et V"*" est un type entree et sortie. 
2) Un type entree est un type sortie. 

On ne salt pas si la reciproque du 2) du theoreme precedent est vraie. Nous 
allons voir que le lemme 3.15 apporte une reponse partielle a cette question : 

En effet si un type clos D n'est pas un type entree alors il existe un A-terme 
/3-normal clos t tel que hjr t : D et \/ra t ■ D c.a.d la regie (Vg) est utilisee dans 
le typage. Le lemme 3.15 montre que si c'est la regie (Ve)2 qui est utilisee et si 
t est un A/-terme, alors D n'est pas un type sortie. 

4.2 Les types simples 

On va montrer qu'on peut limiter I'etude des /-types a une classe de types tres 
simples. 

Definitions 1) Les types du systeme S (appelc systeme simple) sont construits 
a partir des variables de type en utilisant uniquement le connecteur — >. 
2) Les regies de typage du systeme S sont {ax), {-^i) et (^e)- 
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3) On ccrit F I-5 f : A si t est typable sans le systeme <S de type A dans le 
contexte T. 



Le theoreme 2.3 reste valable dans le systeme S. 



Definition Si A est un type du systeme J^, alors on note Sa I'ensemble des 

types du systeme S obtemis en cfFacant dans A tons Ics quantificatcurs (on sup- 
pose que toutes les variables du type utilisees dans A ont des noms differents). 

On a demontre dans [5] le resultat suivant : 

Theoreme 4.2 Soient A un type V+ du systeme T , A* e Sa, et t un X-terme 
P-normal. Si t : A, alors \-s t : A* 

Done pour verifier si un type clos D de I'ensemble est un /-type, il sufEt 
d'etudier cette question pour une cloture d'un type simple de I'ensemble Sd- 
Ceci est plus facile a etudier vu que le probleme de typage pour les types simples 
est decidable. 



La reciproque du theoreme 4.2 est evidement fausse si on permet I'utilisation 
des types non propres. En cffet, soient A = VX {{X — > X) (X — > WZX)}, 
A* = {X ^ X) ^ {X ^ X). On a I-5 id : A* mais id : A. Remarquons 
que I'exemple precedent ne marche pas si on considere des A-termes vy-longs de 
type A*. On va presenter un contre exemple a la reciproque du theoreme 4.2 
en se limitant aux A-termes ?y-longs. 

Definition Soient : 

T = vx{[vy(((y ^ yz{{x, y z) z)) ^ x) ^ x) ^ x],x ^ x} 

T* = [(((V ^ {{X,Y ^ Z) Z)) ^ X) ^ X) ^ X],X ^ X 
t = \xXy{x)\z{x)\u{z)Xv\w{{w){u)\d{y,v))v 

Theoreme 4.3 Le X-terme t est r}-long de type T* mais 1/^ t : T. 

Preuve Supposons que t : T, alors il existe un typage de t ou les variables 

liees de t sont declarees de la maniere suivantes : 

X : vr (((r ^ vz {{X, r ^ z) ^ z)) ^ x) ^ x) ^ x 

y.X 

z:{Y^yZ {{X, Y ^ Z)^ Z))^X 

u : (r' yz 1{X, Y' -^Z)-^ Z)) -^X {Y' ^ Y) 

V : Y 

w:X,Y^Z 
d:Y' 

et le sous-terme (y, v) est de type VZ {{X, Y' ^ Z) ^ Z)). D'oii v est typable 
de type Y' . Contradiction. 4 
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4.3 Quelques exemples 

Definition Soit n S IN. Un /-type D est dit d'ordre n (resp. infini) ssi 
Card(A(£))) = n (resp. K{D) est infini). 

On va donner des exemples de /-types d'ordre quelconque. 
Theoreme 4.4 Id est I -type d'ordre 1. 

Preuve Facile. <|b 

Notations 1) Soient Ax, ...An des types du systeme J^. On note Ax A ...A An le 
type \/X{{Ai, A„ — > X) — > X} ou X ne figure pas dans les types Ai, An- 
2) Soient ti, ...,tn des A-termes. On note {ti, ...,tn) le A-terme \x{x)ti...tn. 

Definition Soit n > 2. On note : 

Bn = vxvyi...vy„{(Fi ^ x), (f„ ^x)^ 

[Yu y„ ^ (X A Fi A ... A Yn)] A -> X) A ... A (r„ ^ X)} 

et, pour tout 1 < i < n, Ti = Xxi...Xxn{Xyi...\yn{{x,)yi,yi, 2/„), xi, a;„). 

Theoreme 4.5 es^ un I-type d'ordre n et A(/3„) = {Ti, ...,T„}. 

Preuve Facile. 4 



Notation Soient x,y,z des variables et n un entier. On note Xu[(x){y)Y^{z)u 
la forme /3r/-normale du A-terme Au(a;)(j/)...(a;)(j/)(z)u {{x){y) est repete n fois). 

Definition Soit = VXVF{(X ^Y),{Y^X)^ [{X ^ Y) A (Y ^ X)]} 
et, pour tout (i, j) e IN^, Tij = XxXy{Xu[{x){y)Y{x)u,Xu[{y){x)Y {y)u). 

Theoreme 4.6 S„ esi un I-type infini et A(Boo) = {/i,j ; S IN^}. 

Preuve Facile. 4 



D'apres le theoreme 4.5 le type B2 est un /-type qui represente les booleens. 
II contient cinq quantificateurs. Une question se pose : "Peut-on trouver des 
/-types plus simples (avec moins de variables ou de quantificateurs) pour les 
booleens ?" Nous allons montrer que les /-types contenant au plus deux quan- 
tificateurs sont au plus d'ordre 1. 

Theoreme 4.7 Si D est un I-type demontrable du systeme T contenant un 
seul quantificateur, alors D = \/X{X X}. 

Preuve Soient D = yX{Ai, ...,An — > X} un tel /-type et t un terme jj-long 
minimal tel que hjr t : D. Alors t = Axi...A.t„u, u = {xi)ui...Um (m > 0), 
et xi : Ai,...,Xn : An hjp- u : X. Si m ^ 0, alors xi : Ai,...,Xn '. An ui : 
Bi, Bk X. D'apres le choix de on a fc > 1 et Xxi...Xxn{{xi)Xyi...Xyku)u2...u. 
qui n'est pas un A/-terme est de type D. D'ou m = 0, u = Xi et done n = 1, et 



14 



D=\IX{X X}. 



Notations 1) Si B,A sont des types, alors, pour tout n > 1, on note B" — > A 
le type B, .... B ^ A oil B est rcpetc n fois. 

2) Si X et Y sont deux variables de types, alors on note les formules VXVYA 
et VFVXA par VX, YA. 

Theoreme 4.8 Si D est un I-type demontrable du systeme T contenant deux 

quantificateurs, alors D = VX, Y{[(Y F)" X]^ X}, VX{(Vr(r 

Y) ^ X) ^ X}, D = vx,y{y,(y" x) ^ x) ou d = vx,y{(y" ^ 

X),Y^X]. 

Preuve Soient D = \/X\/Y{Ai, An — > X} un /-type demontrable du systeme 
^ et t un terme ry-long minimal tel que t : D. Alors t = Xxi...XxnU, 
u = (xi)ui...Uk [k > 1), et xi : Ai, ...,x„ : An w : X- Lcs Ui (\ <i <k) ne 
peuvent pas etre de type Bi, ...,Bm X. En effet si c'est le cas, on contredit 
soit la minimalite de t soit le fait que D est un 7-type. Cherchons done les termes 
77-longs minimaux v tels que xi : Ai, Xn '■ An \yi...XymV : Bi, B„i Y 
c.a.d. r = xi : Ai,...,Xn : An,yi : Bi,...,ym : B^ v : Y. Supposons que 
V = {z)vi...vi {I > 0). Remarquons d'abord que les Vf {1 < i < I) ne peuvent 
pas ctrc ni dc type Ci,...,Cr ^ F ni de type Di,...,Dr' X avec (/ > 1). 
Done ils sont forcemant de type X. Soit w un terme ry-long minimal tel que 
r w : X. w est evidement une variable. On a deux cas a voir : 
-Siw = Xj, alors Aj = X et D = 'iX^Y{X X}. Contradiction. 

- Si w = yj alors xi : Ai,...,Xn : An Xy\...\ymv[u/yj\ : Bi,...,Bm ^ Y et 
D n'est pas un 7-type. 

Done V est une variable. De nouveau on a deux cas a voir : 

- Si = Xj, alors Aj = Y. Dans ce cas tous les Ui {1 < i < k) sont egaux a xj. 
Done t = XxXy{x)y...y on t = XxXy{y)x...x. D'ou D = \fX\fY{Y, (F" ^ X) ^ 
X}onD = VXVy{(y" ^X),Y-^ X}. 

- Si u = yj alors Bj = Y. Dans ce cas tous les Ui {1 < i < k) sont egaux a Xzz. 
D'ou t = Xx{x)Xzz...Xzz etD = VXVF{((F ^ F)" X) ^ X}. 

Si D = yX{Ai, ...,Ai Vy(Ai+i, ...,An X)}, alors, en reprenant la preuve 
que nous venons de faire, on deduit que i = et done D est I'un des types 
trouves precedement. 

Si D = yX{Ai, Ak, An — > X} et Ak contient le deuxieme quantifica- 
teur, alors soit t est terme 77-longue minimal tel que hjr t : D. Alors t = 
Xxi...Xxn{xi)ui...Um et xi : Ai,...,Xn : A„ hj^ {xi)ui...Um ■■ X. Les Ui (1 < 
i < to) ne peuvent pas etre de type Bi, ...,Br — > X. Done i = fc, to = 1 et 
A/f; = VF(Ci, ...,C( ^ F) — > X. En reprenant la preuve que nous avons faite 
precedement, on deduit que Z = 1 et Ci = Y. D'oii D = VX{(VF(y ^ Y) ^ 
X)^X}. <|b 

Corollaire 4.1 Si D est un I- type du systeme T contenant au plus deux quan- 
tificateurs, alors Card{A{D)) < 1. 

Preuve D'apres les theoremes 4.7 et 4.8. <|b 
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